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ii. 
S U M Á R I O 
O problema abordado neste trabalho é o da determinação e análise 
das equaçoes que regem o fenômeno de vibraçÔes transversais de vigas sand-
wich submetidas a cargas axiais de compressao, bem como a análise das car-
gas criticas de instabilidade pelo processo dinâmico. 
Foram estudados os casos correspondentes a diversas condições de 
contorno, e obtidas as respectivas equações de freqUência. 
são apresentados, também, gráficos e tabelas, atraves do quais 
se pode verificar o comportamento das freqUências naturais de viBração e 
da carga de instabilidade, em função da variação da rigidez ao cisalhamen-
to das vigas sandwich. 
iii. 
S U M M A R Y 
The problem undertaken in this work is to determine and analyze 
the equations of lateral vibrations of sandwich beams with an axial 
compressive load, as well as the analysis of the instability loads by a 
dynamic method. 
Some cases, corresponding to several boundary conditions, were 
studied and the respective frequency equations were established. 
The behaviour of the natural fr,equencies with the variation of 
the compressive load is plotted for several values of the shear stiffness 
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1. 
C A P Í T U L O I 
I N T R O D U Ç Ã O 
A) DEFINIÇÕES E HIPÓTESES BÁSICAS 
Entender-se-á, neste trabalho, por vigas sandwich os elementos es 
truturais lineares constituidos por um núcleo leve e duas lâminas delgadas 
(faces), solidarizadas a duas superficies laterais opostas do núcleo (fig.1). 
e 
Fig. 1 
Serão consideradas, além das hipóteses básicas da Resistência dos 
Materiais, as seguintes hipóteses fundamentais: 
~ 
a) Para as faces, sera admitido que as tensoes normais se distribuem linea!_ 
mente ao longo da seção transversal, e que as tensões cisalhantes nao pr;Q_ 
<luzem deformações (a rigidez ao cisalhamento das faces é infinita). 
2. 
b) Com relação ao núcleo, será considerado que nao ocorrem tensoes normais, 
e que existem deformações por efeito do cisalhamento. 
B) EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS 
Por um procedimento geral, serao deduzidas equaçoes fundamentais, 
da flexão para uma viga com faces de mesma espessura (Plantema1). 
Para uma. solicitação,i constituída: por um momento fletor l1 e um es 
fÔrço cortante Q, agindo na seção transversal, o elemento de viga sofrerá 






(a) (b) (c) 
Fig, 2 
decomposta em duas outras: a primeira, que ocorreria se o núcleo tivesse in 
finita rigidez ao cisalhamento (fig. 2-b), e a segunda, que e devida adis-
torçao do núcleo (fig. 2-c). Da mesma forma, a deflexão w da viga pode ser 
decomposta nas deflexÕes parciais·wb e ""s' devidas respectivamente as duas 
3. 
deformações citadas, tendo-se entao 
.w = wb + w s (I.l) 
Para a primeira, sao válidas as equaçoes usuais da Resistência 
' 
dos Materiais, e a tensão normal numa fibra à distância z.da origem, sendo 
esta situada no eixo da viga, e dada por 
a Z,l - E .z. w" b 
(I.2) 
onde E é o módulo de elasticidade do material das faces, e wb representa a 
derivada segunda de wb em relação a x. 
Para a segunda deflexão parcial (w ), se o esfôrço cortante fÔr 
s • 
função de x, haverá uma curvatura w" que não contribui para a curvatura do 
s 
elemento como um todo, pois a tensão normal é 
0 z 2 
' 
= - E ~f w" ·s (I.3) 
onde zf e a distância ao plano médio da face. Desta forma, as faces estao 
sujeitas, para este caso, apenas a momento fletor, não havendo fÔrça normal 











Os diagramas de tensoes para as deformações parciais estao repr~ 
sentados na fig. 3. 
A tensão normal global nas faces é, portanto 
o o + o ;:- z=,1· ~.,2 (I.4) 
Integrando atraves da espessui;.a das faces, ter-se-á o esfôrço nor 
mal resultante em cada face. Na face inferior,· por exemplo, sendo b a es-





o b dz, z ,· 
1 
2 
E b e (c + e) w" 
b 
c/2+e 
= -1/2 - E b z ·-








A parcela Mô do momento fletor, devida as fÔrças resultantes de 




= N (c + e) = ½ E b e (c + e/ i,,~ (I.6) 
Considerando as faces em separado, o momento fletor que nelas a-
3 
= E be 
12 ~-" 
3 
= E be "(w" + ,/") 
12 · · b ·s 
-O momento total que age na seçao transversal da viga e 
M = M + 2 Mf o 
A rigidez ' flexão das faces - dada por a e 
3 




e a r~gidez à flexão da viga, quando as faces sao consideradas como membra-
-nas, e 
B = 1 
2 
2 
E b e (c + e) 
O momento fletor pode, entao, ser dado pela expressao 
H = B w" + 2 B ·~t" . b f .. 
(1.10) 
(1.11) 
A distorção Y do elemento de viga 
1 
1 
1 Fig. 5 
6. 
sandwich esta relacionada a distorção do núcleo Y (fig. 5) pela equaçao 
c 
c.y = (c + e) Y., e, portanto c . 
y 
c • y 
c 
c + e 






onde b é a tensao cisalhante do núcleo 
c 
-(a qual e independente dez, uma 
vez que, por hipótese, não há tensões normais no núcleo), e G é o módulo de 
cisalhamento do material do núcleo. 
Para a obtenção do diagrama de tensoes cisalhantes ao longo da se 
çao transversal da viga, tem-se que 
c/2+e 
~ i,= J ªº d.z ax 
,z 
Em qualquer ponto do núcleo, a tensao de cisalhamento é 
( - E z· w··u' 
b 
Considerando a face superior, 
z -
c + e 
2 









; E w'b' e (c + e) 













O diagrama de tensoes cisalhantes e mostrado na figura 6, e, le-
vando em conta que a espessura das faces é pequena em relação à do núcleo, 
pode-se escrever que, aproximadamente, 
Fig. 6 
Q = G b (c + e) 
c 
ou, substituindo G por seu valor, 
c 
Q G b Y 
c 
(c + e) 
2 






Tal aproximaçao acarreta um erro muito pequeno, que diminui quando a rela-
çao c/e aumenta. 
Definindo a rigidez ao cisalhamento S como a relação entre o es-
fôrço cortante e a distorção conseqllente, ter-se-á 
s = -º- = y 
G b (c + e)2 




Das equaçoes (1.17), (I.18) e (I.19) se deduz, da forma seguinte, 
a relação que liga a deflexão w à distorção Y: 
2 































C A P Í T U L O I I 
INSTITUIÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 
VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS DE VIGAS SANDWICH COMPRil!IDAS 
A) ENERGIA CINÉTICA 
t 
1 
l _____ _ 
Fig. 7 
Considere-se o elemento de viga representado na figura 7. A ener 




p dx (II. l) 
aw 
onde p e a massa da viga por unidade de comprimento e - a velocidade de at 
translação do elemento·~ na direção w (despreza-se a energia cinética de 
translação na direção x). 
11. 
A energia cinética de translação da viga de comprimento l sera da 
da por: 
1 
T = 2 
l/2 





Será desprezada a influência da inércia de rotaçao das seçoes 
-transversais, que so conduzem a resultados significativos, quando as fre-
· - 2 
qUências de vibração sao altas (Rayleigh ). 
B) ENERGIA POTENCIAL 
A energia potencial de deformação pode ser decomposta em 4 parce-
las: a 1~, obtida considerando a flexão do elemento de viga como um todo; 
a?.~, que leva em conta a rigidez à flexão das faces, consideradas isolada-
mente; a 3~ parcela será aquela devida à deformabilidade da viga ao cisalh!!_ 
menta, que, como visto, tem considerável influência na análise de estrutu-
a - -ras sandwich; e a 4. parcela levara em conta a deformaçao por compressao. 
-Assim, a primeira parcela sera da forma: 
( 
:x2w2b ) 2 dUl = ½ B 
0 
[
a2w _ ~J 2 
ax2 ax 
dx (II.3) 
enquanto que a segunda sera: 
= 2 X l 
2 






dU3 = ½ S Y
2 
dx 






A quarta parcela corresponde à energia de deformação por compressão. 








onde F e a carga axial de compressao eu e a componente do deslocamento se-
gundo o eixo dos x. Esta parcela não será levada em conta na energia pote_!l 
cial de deformação porque nao varia com o tempo. 
A energia potencial de deformação do elemento será, portanto, 








A energia total de deformação da viga pode ser obtida mediante 
integração ao longo do comprimento. Então, 
13. 
J"' \ [a2w _ ay] 
2 




+ ui = ls 2 ax2 ax f ax2 
-l/2 
+ 1 s y2 }~ (II.8) 2 
Alem disso, deve ser considerado o trabalho efetuado pelas fôr-
ças de compressao externas, que é a variação da energia potencial dessas 
fÔrças: 




A energia potencial total do sistema sera dada finalmente por: 
I l/2 [ª2" - ayj 2 + B ( a2w) 2 + u 1 B = 2 ax2 ax f ax2 
-l/2 
1 s y2 1 F ( ;; ) 2 f '" (II.10) + 2 2 
C) PRIMEIRA VARIAÇÃO DE UMA INTEGRAL DUPLA 
Com a finalidade de uniformizar as notaçoes e permitir a melhor 
compreensão das equações que serão deduzidas nos próximos itens, será apre-
14. 
sentada a seguir a d.edução da expressao da primeira variaçao de uma inte-
gral dupla, considerando que no funcional dado por 
A e J JH (x, t, W, w' , w, 
R 
w e Y sao funções de x e t. 
" w , Y, Y') dx dt (II.11) 
Seja, ·então, uma regiã6 R definida no plano (x, t), fechada e tal 
que nela pode ser definido um conjunto W de funções w(x,t) e um outro con-
junto r de funções Y(x,t), sendo as derivadas parciais de w e Y continuas 
ate a quarta ordem em R. 
Além disso, considere-~e que qualquer função de W satisfaz a condi 
çÕes forçadas de contÔrno do tipo 
= (II.12) 
- aw -onde a 1 , b1 e c1 sao funçoes definidas no contorno de R, e an e a derivada 
normal ao contorno. 




onde a 2 , b2 e c 2 sao funções definidas no contorno 
(II.13) 
aY -, e - e derivada nor-an 
15. 
mal ao contorno. 
Admitindo que as funções w e Y sofrem variações dadas por tn(x,t) 
e tw(x,t),onde E é- um infinitésimo arbitrario,e n e w pertencem respectiv~ 
mente às classes W e r, entao_, a integral A tem um incremento M dado por 
M = J f [H (x, t, w + tn, w' + tn' , 
R 
w + tn , w" + tn" , Y + EW , Y'+ tw') -
H (x , t , w , w' , w w" 
' 
, Y, Y')] dx dt (II.14) 
Aplicando o teorema de Taylor e expandindo a função Hem série de 
potências de E, obter-se-á, desprezando os têrmos de ordem superior (Lang-
3 haar ) : 
ter-se-a: 




n' aw' + n 
aH 
a;, 
w' ;~. j dx dt 
+ 
(II.15) 
Aplicando o teorema de Green a cada um dos elementos do integrando, 
16. 
dx dt ( ::, ) dx dt + 
R R 
+ aH n aw' dt (II.16) 
- -(Nesta equaçao e nas subsequentes C e a curva que define o contorno de R). 
aH aw: dx dt 
R 
[ aH 












ay' dx dt = ( :~' ) dxtdt -
R R 
t ãH ljl ay• dt (II.19) 







( :: .. ) ] + ljl [ aH _ a ay ax 
[
. ãH 
n .aw' - ax 
a 
( :: .. ) ] dt 






f dt (11.20) 
e 
A condição de extremo conduz a que a integral dupla na expressao 
acima deva se anular, quaisquer que sejam as funções n(x,t) e i/J(x,t). Em 
- - 4 -particular, isto e valido (Weinstock ) se i/J(x,t) for idênticamente nulo e 
n(x,t) fÔr ainda arbitrário. Com isto, ter-se-á: 
aH a 
aw ax ( !!, ) a at ( :! .. ) = o (II.21) 
Além disto, considerando-se que i/J(x,t) é idênticamente nulo, as 
integrais ao longo de C, cujos integrandos constituem as condições naturais 
de contÔrno, deverão também ser nulas, isto é: 
[ aH a ( :! .. ) 1 o (II.22) n aw' = ax 
n [ :1 ] = o (II.23) 
n' [ :! .. ] o (11.24) 
Procedendo do mesmo modo com relação a Y, virá: 
a 
ax ( :~' ) = o 




Se as condições forçadas de contÔrno nao fixam os valores de n e 
w, entao, nas condições naturais descritas acima, os têrmos entre colchetes 
deverão ser nulos. Por outro lado, se n e w forem obrigatÕriamente nulos 
em C, então as condições naturais se transformam em identidades (o que oco_E. 
recomas condições forçadas usuais que se impÕem nos problemas de vibra-
ções de vigas). 
D) DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL, A PARTIR DO PRINCÍPIO DE HAMILTON 
Uma vez obtidas as expressoes das energias cinética e potencial 
da viga, pode ser determinada sem qualquer dificuldade a expressão da ação: 
A 
ou ainda 




A= f I"' 
t -.f../2 
o 
( ::; ) 2 1 2 
1 
2 






aY ] ax 
(II. 28) 
A partir da expressao da açao pode ser obtida, com aplicação do 
principio de Hamilton, a equação do movimento vibratório de vigas sandwich 
comprimidas. Para isto, é suficiente que, ao se construir a expressão da 
primeira variação da ação (o principio de Hamilton é traduzido matemàtica-
mente pelo fato de a primeira variação da açao ser nula), se tenha em mente 
que esta e dada por uma int~gral dupla. Conseqüentemente, é apenas necessi_ 
rio que sejam aplicadas as expressões deduzidas no capitulo anterior, as 
quais fornecem, ·em têrmos de uma equação a derivadas parciais e de condições 
naturais de contôrno, a primeira variação de uma integral dupla. 
H = 1 2 
1 
2 






B (w" -_ Y')
2 
1 F (w')2 
2 
B (w") 2 -
f 
(II.29) 
a substituição do seu valor nas equaçoes (11.21) e (II.25) conduz a: 
- p 
- 2 B 
f 
- s y 





que sao as equaçoes diferenciais que regem as vibrações de vigas sandwich 
submetidas a compressão axial. 
Substituindo também o valor de H nas equaçoes (II.22), (II.23), 








, a w 
[ ( 
2 








Y ) ] = 
ax3 ax




w ] 2 Bf -2 
ax 
o (IL34) 




que é a condição natural de contorno associada a equaçao diferencial (II.31). 
Eliminando respectivamente Y e w nas equações (II.30) e (II.31), 
ter-se-a finalmente: 














que sao as equaçoes cuja integração será feita para a obtenção das equações 
de freqllência. 
23. 
CAPÍTULO I I I 
INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS E APLICAÇÃO 
A DIVERSOS CASOS DE CONDIÇÕES DE CONTÔRNO 
A) SOLUÇÃO DA EQUAÇÀO DIFERENCIAL 
Para a integração das equações diferenciais (II.36) e (II.37), 
instituidas no capitulo precedente, será desprezada a rigidez à flexão das 
faces Bf' sendo estas, portanto, consideradas como membranas. Tal simplif_!. 
cação é válida, uma vez que o valor de Bf é bastante pequeno em relação a B, 
e a sua consideração introduz apreciável dificuldade na análise. 
guintes: 
Desta forma, as equ_açÕes (II.36) e (II.37) reduzir-se-ão às se-
(S - F) 
p 










p = o (III.2) 
Considerando que as vibrações sao periódicas, pode-se admitir, p~ 
ra w e Y, soluções que sao funções senoidais do tempo: 
w(x, t) sen ft. X (x) 
Y(x,t) = sen ft. X (x) 
y 
onde X e Xy sao funções apenas de x. 
(III.3) 
(III.4) 
Substituindo (III.3) e (III.4) em (III.l) e (III.2), estas duas 
Últimas equações passam a ser da forma: 
(S - F) 
4 
d X + 
.dx
4 
f2 s X - p 
B 




















= o (III.5) 
f2 ] 
d2x __ y 
dx2 
= o (III.6) 
o que implica na validade das equaçoes ordinárias 
(S - F) 






















X= cl sena x + c2 cosa x + 
+ C3 senh $ X ·,+ C4 COSh $ X 
p 
Xy = ClQ sena X + c 2O COS a X + 
+ c
3O 
senh $ X + c4O COSh $ X 






F .ª- + p f 2 
2 B 
a = -----
2 (S - F) 
2 ' F ¾+ P f2 
S i= - -2----=---(-S---F~) 
+ [
F .ª- + P f2 ] 
2 
/cs - F) 
+ [
---"-F ¾~+ p~f2 ] 2 
2 (S - F) 
26. 
p f 2 S 




+ B(S - F) (III. 12) 
Substituindo na equaçao (1.20) - que exprime a relação existente 
entre w e Y - as soluções encontradas, virá: 
3 - e a cos a X + 1 
+ e s3 senh S X = 4 
2 
- c20 a COS CL X + 
2 + c40 S cosh S x 
3 3 
c2 a sena. x + c3 S cosh S x 
- elo 
2 
a sena. x 
2 c30 S senh S x + 
s 
B [ ClQ sen CI X + 
+ c20 COS a X + c30 senh S X + 
+ 
+ c40 cosh S x ] (III.13) 
igualdade esta válida para quaisquer valores de x e t. Obter-se-á dai por-
tanto um coI!iunto de equações algébricas que exprimem relações entre as cons 


















Êste conjunto de equaçoes permite eliminar quatro das oito cons-
tantes arbitrárias envolvidas no proble~a. Com isto, a solução X(x) fica-
rá perfeitamente determinada se a ela fÔrem aplicadas as condições de con-
- - - 5 -torno geometricas e físicas (Biezeno - Grammel) que traduzem os vínculos 
do sistema. 
Fazendo agora 
s , :S· (l 
B 8 ii" 
-'= J K (III.15) 2 + §. 82 s (l 
B -ii" 
28. 
e tendo em conta (III.3) e (III.4), obtém-se para w(x,t) a expressão: 
w(x, t) = {c1 sen a x + c2 cos a x + 
+ C3 senh 6 X + c4 cosh a x} sen ft (III.16) 
e para Y(x,t) a expressao 
Y (x, t) [ ª2 J 
B 




c2 + ª2 K 
B 
C3 COSh 6 X + a s sena. x s 
+ ª2 K B s c4 senh 6 X ] sen ft (III .17) 
B) CONDIÇÕES DE CONTÔRNO 
Para os tipos usuais de vincules, as expressões que representam 
as condições de contÕrno são similares àquelas da Resistência dos Materiais, 
com exceção de uma das condições para a extremidade engastada. Assim, se 
tem: 
19) Extremidade engastada 
A primeira condição, neste caso, é a deflexão • ..nula, representada 
pela equaçao 
29. 
w = o (III.18) 
Uma vez fixado que, no engaste, a seçao transversal da viga nao 
sofre rotação, a inclinação w' do eixo da viga neste ponto será igual à 
distorção Y (fig. 8), e, portanto, ter-se-á que 
w' - y o (III.19) 
w" 
Fig. 8 
Esta condição só é válida quando se despreza a rigidez à flexão Bf das fa-
ces, pois admite-se que a declividade das mesmas apresenta uma descontinu.!_ 
dade na extremidade engastada. Como isto é um efeito local, usualmente não 
~ ~ 1 
e levado em conta na analise (Plantema ). 
29) Extremidade simplesmente.apoiada 
Tem-se, para esta situação·, a deflexão nula 
w = o (III. 20) 
30. 
e.a condição de momento fletor nulo, a qual, levando em conta a expressão 
(1.11) e fazendo Bf = O, pode ser escrita 
w" - Y' = O (III. 21) 
3Q) Extremidade livre 
Neste caso, as condições serao: momento fletor nulo, que, como 
visto acima, é dada por: 
w11 - Y' o (III.22) 
e esfôrço cortante igual à componente da fôrça de compressao F na direção 
normal ao eixo da viga, ou seja, 
Q = - M' = F w' (III.23) 
Como se tem - pela equaçao (1.11) e fazendo Bf = o -
M = B (w" - Y') , (III. 24) 
a 2~ condição de contorno pode ser expressa por 




C) OBTENÇÀO DAS EQUAÇÕES DE FREQUÊNCIA PARA DIVERSAS CONDIÇÕES DE CONTÔRNO 
19) Viga engastada nas duas extremidades 
A aplicação das condições de contÔrno 
w = o 
w' - Y O 
para x = ± ½ leva ao sistema de 4 equações homogêneas: 
+ c4 cosh ~ o (III.26) 
al al al 
Jc1 cos 2 - JC2 sen 2 - KC3 cosh 2 -
- KC 4 senh ~ = O (III.27) 
al al al - c1 sen 2 + c 2 cos 2 - c3 senh 2 + 
+ c4 cosh ~ o (III.28) 
32. 
c,.l + JC al Sl + JC
1 
cos 2 2 sen 2 - KC 3 cosh 2 
a.e. + KC4 senh 2 = o (III.29) 
Para que este sistema seja possivel e determinado, é necessário 
e suficiente que seu determinante principal seja nulo, isto é: 
c,.l al 





-K cosh a.e. -K senh a.e. 2 2 2 2 
= o (III.30) 
c,.l al 
- senh a.e. cosh a.e. - sen 2 cos 2 2 2 
J cos 
c,.l 
J al -K cosh Sl K senh a.e. 2 sen 2 2 2 
A condição de nulidade dêste determinante traduz a equaçao de fre 
qUência do sistema e pode ser escrita na forma: 
2 - 2 cos 
J2 _ K2 
al cosh Sl + JK sen al sh Sl o (III.31) 
A equação de freqüência poderá ser descrita em termos de parame-
tros adimensionais. Para tanto, basta fazer: 












Os parametros definidos por (III.32), (III.33) e (III.34) sao res 
pectivamente proporcionais à freqUência f, à carga axial de compressão F, e 
ao efeito sandwich, traduzido pelo fato de S (rigidez ao cisalhamento da se 
çao transversal da viga) não ser infinito,; 
Então virá: 
a.2.e.2 1 [ P + V2D + -J (V2D - P) 2 + 4V2 ] = 2 (1 - PD) (III.35) 
] 82.f.2 1 [ - p - V2D + -J (V 2D 2 + 4V2 = 2 (1 - PD) - P) (III.36) 
J 
a (III.37) = 
a
2l 2 D+ 1 
K = 
8 (III.38) 
82.f.2 D - 1 
A equação de freqUência para o caso engaste-engaste será, portan-
to: 
34. 
2 - 2 cos al cosh Sl + 
o (III. 39) 
29) Viga simplesmente apoiada nas duas extremidades 
A utilização das condições de contorno 
w = o 
w" - Y' = O 
para x =±.½conduz ao sistema de 4 equaçoes homogêneas: 
(III.40) 
(111.41) 
al al Sl Sl - c 1 sen 2 + c 2 cos 2 - c3 senh 2 + c4 cosh 2 = O (III.42) 
-aJc1 sen ~l + àJC2 cos ~l - SKC3 senh ~ + SKC4 cosh ~ = O (III.43) 
Como no caso anterior, para que tal sistema seja possível e de-
terminado, deve o seu determinante principal ser nulo, ou seja: 
35. 
al al Bl cosh Bl sen - cos senh 2 2 2 2 
aJ al aJ cos al BK senh 1 BK cosh 1 sen 2 2 
= o (III.44) 
al al 
- senh Bl Bl - sen 2 cos 2 2 cosh 2 
-aJ al aJ cos al -BK Bl BK cosh 1 sen 2 2 senh 2 
o que também pode ser traduzido,·apÓs as simplificações, pela equaçao de 
freqilência 
sen al = O (III.45) 
Neste caso, a freqilência pode ser obtida fàcilmente, tendo-se em conta que, 
para que a equação acima seja satisfeita, é necessário que 
a 
n:rr 
= r (III.46) 
e, portanto, 
f = nll -J > rr2 B (S - F) - FS l 2 
l n2 ll2 o2 pB+pS-e. 
(III.47) 
Também a carga critica pode,neste caso, ser determinada sem maio 





2 n2 B 
n 2 rr2 B S t 2 = --------= ---''---
n2 rr2 B + S l 2 n 2 rr2 B 
1 + 
S l 2 
(III.48) 
Em têrmos dos parâmetros adimensionais definidos no caso ante-
rior, a equação (III.48) pode ser escrita: 
outra. 
l para x = 2 
n2 Il2 
p = ----"'~=-~-
o 1 + n 2 rr2 D 
(III.49) 
3Q) Viga engastada em uma extremidade e simplesmente apoiada na 
As condiçÕes de contÔrno serão, neste caso, dadas por: 
w = o 
w" - Y 1= O 
l 
para x = - 2 
w = o 
w' - Y = O 
A partir da aplicação destas condições de contÔrno, e levando-se 
em conta o raciocinio efetuado nos dois casos precedentes, a equação de fre 
qUência será obtida por meio do determinante 
37. 
o.l o.l 





aK a.e. aK cosh f sen 2 2 senh 2 
= o (III.50) 
o.l o.l a.e. 
cosh f - sen 2 cos 2 senh 2 
J cos o.l J o.l -K cosh al K senh f 
2 
sen 2 2 
de onde provém a equaçao de freqUência: 
K sen o.l cosh al + J cos o.l senh a.e. = O (III. 51) 
que pode ser descrita, em têrmos dos parametros adimensionais definidos P!'!. 
ra o lQ caso, como 
--~a_l ___ sen o.l cosh al + o. l cos o.l senh al = O 
a2 ,e_2 D - 1 o.2 ,e_2 D + 1 
(III.52) 
49) Viga engastada em uma extremidade e livre na outra. 
Para êste caso, as condições de contÔrno são definidas pelas e-
quaçoes: 
w = o 
w' - Y = O 
l 
para x = - 2 , e 
w" - Y' = O 




l - ~ -para x = 2 , e a equaçao de freqUencia sera obtida a partir da condiçao 
J cos a.l: .· J 
a.l -K Bl 
2 
sen 2 cosh 2 
a.l a.l Bl 
- sen - cos - senh 2 2 2 
aJ 
a.l aJ a.l flK senh ~ sen 2 cos 2 
2 Fa · a.l (a J - -)cos-B 2 
= o 
"'!-que se reduz. a 
[ 
2 F 2 + aJK (B K - B 8) + BJK (a.J F - - a) B ] . 
K Bl senh 2 
cosh ~ 
Bl BK cosh 2 
2 FB fll (B K - -)senh-B 2 
(III.53) 
39; 
sen a.l senh Sl + 
- SK
2 
(,/ J - f a) ] cos al cosh Sl = O (III.54) 
ou ainda, em têrmos de parâmetros adimensionais, a: 
+ 
. sen al senh sl + 
(III.55) 
40. 
C A P Í T U L O I V 
RESULTADOS E CONCLUSÕES 
As tabelas e gráficos apresentados a.seguir, fornecem valores n_l!. 
méricos para os parametros P, V. e D, que, como visto, relacionam-se respe.!e, 
tivamente à carga de compressão F, à frequência de vibração f e ao inverso 
da rigidez ao cisalhamento S. 
Em situações particulares, definem-se ainda os parametros 
p 
o 
F cr = ----
B 









As tabelas 1 a 4 apresentam, para os quatro casos estudados, os 
parâmetros P e V para diversos valores de D e para os quatro primeiros mo 
o o 
dos de vibração. Estão tabelados ainda os valores para os quais tende P, o 
quando o n~mero que representa o modo de vibração cresce indefinidamente. 
Tais valores correspondem à chamada."carga de instabilidade por cisalhame!!_ 
to", que é igual à rigidez ao cisalhamento, sendo, conseqllentemente, os va 
41. 
lores tabelados os inversos dos respectivos parametros D. Deve-se notar, 
alem disso, que êstes valores de P, pela sua própria natureza, indepen-o 
dera das condições de contÔrno da viga. 
-Verifica-se pelas tabelas 1 a 4 que, a medida que diminui a rig,!_ 
dez ao cisalhamento, tanto a carga de instabilidade como a freqüência de 
vibração decrescem. Êste efeito se acentua para modos de vibração mais e-
levados. 
Nas tabelas.S a 8 encontra-se a variaçao da relação V/V com a o 
relação P/P, para diversos valores de D e para os dois primeiros modos de 
o 
vibração. No caso particular de viga bi-apoiada, V/V está relacionado a o 
P/P independentemente do parâmetro D e do modo de vibração, Isto pode ser 
o ~-
fàcilmente comprovado a partir da equaçao (111.47), a qual, em têrmos de pf 
râmetros adimensionais, transforma-se em: 
V = nll ·n
2rr2 - P (n2rr2 D+ 1) 
n
2rr2 D + 1 
(IV.3) 
-Fazendo na equaçao acima P 
ga axial), virá: 
O (o que corresponde a viga sem car 
V = nll 
o 











Levando agora em conta a equaçao (III.49), que fornece. o valor 
de P, e substituindo êste valor na equação acima, chega-se a: 
o 
(~0)2 = 1 p p 
o 
Portanto, a tabela 5, que fornece os 
(IV.7) 
p 
valores de P relacionados 
o 
a~ para o caso da viga bi-apoiada, é válida para qualquer valor de D e 
o 
para qualquer modo de vibração. 
Das tabelas 5 a 8 pode-se concluir que a freqüência de vibração 
-diminui quando a carga de compressao cresce, anulando-se quando se atinge 
a carga critica de instabilidade. 
Nos gráficos 1 a 4 estão traçadas as curvas que representam a V!!_ 
riação de V com o parâmetro P, para diversos valores de D e para os quatro 
primeiros modos de vibração. Na interseção das curvas com o eixo vertical 
(V), têm-se os valores de V (que correspondem às freqüências naturais de 
o 
43. 
vibração sem carga axial); na interseção das curvas com o eixo horizontal 
-(P), encontram-se os valores de P, que correspondem as cargas de instabi-
o 
lidade elástica. 
O presente trabalho pode ser estendido a outros casos de carreg.!!_ 
mento e a outros tipos de condições de contÔrno. Como passos seguintes, 
poderiam ser considerados que a carga de compressão se comporta como uma 
6 "follower force" (Ziegler ). Neste caso, o sistema torna-se nao conserva-
tivo, e o processo dinâmico empregado para a análise da carga critica so-
fre modificações; é preciso analisar o comportamento da primeira e da se-
gunda freqUências, e verificar quando as duas se tornam iguais. 
Além disso, o presente trabalho poderá ser continuado, fazendo-
se a determinação das regiões de instabilidade dinâmica e da influência do 
efeito sandwich nos limites de instabilidade. É suficiente, para isto, 
considerar que a carga de compressão é uma função do tempo. 
c~sc APU]O-APOIO (!)' 
"************~'******* 
-----------------------------------------------------------
I M080S 1 
; U (--·---------- ----- ---~-------------------------1 
i I -i ) 2 I 3 l 4 J - . oo I 
1-------1------· --1---------1---------I----_- ---J---------1 
! ! l l I l l. 
I ü.Or~; l r;;.870 I ~~-}.478 I 88.826 I i57.(]13 1 00 I 
l I I I I I I 
,, . o, i5 l g. '< O 5 I 3 2. g 7 O I 61 ._ 5 o 8 I !3 3. 2 4 1 ! 2 O O. O ll O I 
'! I I I l I 
B.983 ·I ZR.304 .l 47.041 I 61.227 l 100.GOO I' 
I I I I - 1 I 
l U. J 1.5 8.597 I 24.71~ l 38.084 I 46.877 I 66.667 1 






8.243 l 22.060 I 31.ggz l 37.l76 I 50.0bO I 
i 
l C:.0? 11 
1 











I 24. 2.36 
I 
I • 1 I 
l 31.916 I 40.000 l 
I I ·1 
I 27.5? 1i I 33.333 1 
l- I I 
-----------------------------------------------------------
FRFCUE~CIAS COM :ARGA AXIAL ~ULA 
-------------------------------------------------
l l MODOS l 
J i""i !---------------------------------------! 
J 1 2 [ - 4 l 
l-------1--~------I---------I---------1---------I 
l l l l J 
1. C:.J0U 1 9.87D l 39.478 I 88:. 82~, I 1s1.g13 I 
l T l l l 
I o .. (_\I).') 9.635 I 3n.078 l 73.916 I 1!8.044 
l I l 1 1 i 
I O.C·lO I 9. 1~16 l 33.428 I 64.641 I 9G.329 l 
J I l 1 l l 
1 O.Ul:':1· 1 9.21 l 
., 
31 .287 58. 1 ti 2 86.C37 1 1 
l l 1 1 I 
G.C20 I g.019 J 29.511 1 53.30~ 77. 1,40 
. l 1 I l I 1 
U.025 I e. s 3-, l 28.007 ! 1i:J.li-96 l 70.,92 I 
l ! I I l 
O.J30 l i\.669 I .L 6 ~ 711 l 46.400 l 65.927 ! 




CASJ ENGASTE-ENGASTE -(III 
************************* 
T1,BtL4 2-A CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM 
1 I MOOOS I 
D !---. ------------------ - --- .--------------------( 
I l I 2 I 3 l 4 I 00 1 
J-------!---------1---------J----- ---1---------1---------I 
1 l I l I I 
ú. OúO -1 39.478 I 80.763 I 157.913 l 238.716 I oO I 
1 I I l l I 
o. (jl)'.) 1 32.970 l 55.956 l 88.241 I 1U6.9[;9 .l 200.000 l 
I I 1 I I 
í U.(Jl(J 28.304 1 42.836 I 61._227 1 68 .. 923 í 100.000 l 
l I I I 1 I 
I 0.015 24.795 [ 34.724 I 46.P,77 [ ':>0.887 I 66.667 I . 
I J I I I I I 
o.o;,o 1 22.060 I 29.2l', l 37.976 I (JQ.355 I 50.000 I 
1 1 I [ 1 [ 
~).()21_) J 19.869 J 25.227 1 31.916 I 33.451 I 40.000 I 
. [ 1 I I [ I 
Q.(JJO I ll}.073 I 22.209 1 27.524 I 2/l.574 l 33.333 I 
I I [ I [ I 
-- ,--------------------------------------------------------
TAH~LÀ 2-G FREOUENC!AS COM CARGA AXIAL NULA 
l I MODOS l 
ü l .--------------------------------------] 
! ! . l I 2 l 3 l 4 l 
]-------1---------1---------1------ --]---------! 
1 1 r 1 1 
0.000 1 22.373 1 61.673 I 120.903 199.859 I 
l · l 1 l 1 
l 0.005 l 20.023 l 49.563 l 86.991 l 123.914 1 
1 1 l l I 
u.010 1 1a.21t 1 42.592 1 71.734 1 103.162 1 
1 I I I I 
I n.r,15 ! 16.914 1 37.950 l 62.611 l ss: 740 I 
! l l 1 1 ( 
I O~C~~O [ 15.814 I 34.582 I 56.357 I 79.156 I 
l l I I I I 
ü.025 I 14.9G4 I 31.996 I 51.717 .l 72.175 I 
l I I I . J 
0~030 I 14.133 I 29.~30 1 48.091 l 66.788 I 
1 l 1 1 I 
-----------------------------------------· -------
45. 
CASO ENGASTE-APUJO (III) 
************************· 
TAíli::L/, 3-i\ CARGAS CRITICAS UE FLAMôAGEM 
-----------------------r----------- ------------------------, 
I. MODOS I 
Q !----------------------------- -------------------1 
1 .1. 1 I 2 l 3 I 4 l oo I 
1-------1---------I---------!---------I---- ----I---------1 
1 l I I l I I 
1 C.000 20.191 I 59.680 I 118.900 I 197.858 l 00 l 
J l I l I I 
.I (1.005 i · l~.175 1 45.614 I 74.106 I 134.523 l 200.noo I 
1 I I ! · I I 
. 1 Cl.UlO J 16.525 I 36.915 I 53,829 I 65.939 l 100.000 I 
l I :1 I 1 I 
0:015 l 15.151 l 31.005 I 42.268 J ~9.499 I 66.667 I 
l l I I I I l 
1 o.c20 l 13.939 1 26.727 I 34.796 1 39.605 I 50.000 I 
l I l I I l I 
l G.025 1 12.993 I 23.468 1 29.571 I 33.0U9 1 40.000 I 
1 l ! I l J 
1 0.8JU 1 12.130 I 20.951 25.712 1 28.298 l 33.333 l 
l I I I l 






I 1 1 2 J 3 l '+ I 
J-------I---------l---------1---------1---------I 
I l I 1 l 
1 G.JOO 1 15.418 I 49.965 I 104.24b I 178.270 ! 
1 I ! l 1 l 
l ·O.•J05 I 14.462 I_ .42.908 1· 80.649 I 123~651 I 
l 1 1 l I 1 
l U.010 l 13.662 l 38.217' I 68.332 ! 100.821 ! 
l I 1 I I I 
1 O.OI~ I 12.980 I 34.825 1 60.471 I 87.425 ! 
1 l I 1 ! l 
1 ü.020 l 12.3Ql 1 32.228 l 5&.881 1 78.318 I. 
l I 1 I l I 
l 0.025 I 11.875 I. 30.157 I 50.634 l 71.:,97 I 
1 l l 1 l 1 
I 0.030 l 11.420 1 28.453 I 47.259 l 66.368 ! 
1 I l l I 
46. 
CASO E~~ASli-LIVRE (IV) 
*********************** 
TAf;i:LA 4-A· CARG4S CRITl~AS DE FLAMaAGEM 
---·-------------------------------------------------------
I MOUOS I 
D 1--'------------------------------ .---------------! 
i l 1 l 2 I 3 I 't l oo I 
J-------1-- ------!---------!---- ----1---------1---------1 
I I I l I I 
I L' • O 1.S J 2 • 4 6 7 I 2 2 • 2 O 7 I 61 • 6 8 5 I l 2 O • 9 O 3 1 00 I 
i J I l I ·I 
0.005 1 2.437 I 19.937 I .47.144 1 75.352 I ZOO.DOO I 
1 I I 1 1 
Cl.010 2.408 I 18.171 1 38.151 I 5~.731 f 100.000.1 
l 1 1 1 l 
L.Oi5 I 2.379 
1 
0 .. n2c1 J 2.351 
e:. GL S 2.:õ24 
I 
(;.(d() l 2.297 
I 
I 16.658 I 3?.040 I 62.172 I 
I I I I 
l 15.377 J· 27.616 I 55.372 1 
1 I 1 · I 
I 14.27'1 I 24.265 1 30.0S6 1 
I I I 1 
1 13.32e I 21.640 Z6.12~ 1 









T 1'.'.ti __ l /l 4-[, FREtJUENC I hS COM [1\R:;/\ /,X!AL NULA 
----------------------· --------------------------
[ MUDUS l 
J---------------------------------------1 
1 l 2 ' 3 4 I ' r------- [--------- !---------[---------[---------] 
1 I I I 
l 0.000 1 3. '> 16 1 22.. 03 1-t I f,1.697 1 120.902 [ 
I 1 I 1 
0.005 1 3. 1176 .1 2;;.435 J 52.433 l 92.S4'J 
1 1 ' [ l ' I O.GlV 1 3.437 1 19. 136 1 46.l+'J3 1 76.213 l 
I 1 1 1 l 1 
l ü.01.5 l 3.399 1 JS.060 ' 4?.29,, [ 6'!.173 l ' 
1 1 I l 1 I 
I C,.(J20 l 3.362 1 17. 1 Sl I 39. 127 1 62.776 [ 
1 I 1 .1 1 l 
I 0.025 1 3.327 I 16.372 I 3(;.621 1 '>7.927 [ 
1 1 I I f 
[ G.030 I 3.292 l 15.696 I 34 •. 5 7 2 1 54.078 I 
I l [ l I l 
-------------------------------------------------
47. 
CASO APOIO S!~PLES-APOib SIMPLES Ili 
*********************~*****~******** 
T.4Bf:LA 5 VI\LQRES DE V/V0 PI\RI\ :)LJ/\LQUE~ D E OUI\_LQéli:~ MjJQ 
l i> I P
O 
1 VI V O _ I 
[-------[-------! 
l o.oo l 1.000' 1 
l I I 
l O.OI l 0.995 l 
I U~J2 J.990 l 
l J.J3 J.15i I 
I O. O 1, l •J. 9 80 1 
,! O.OS I D.975 l 
l I l 
.J U.06 l J.970 l 
c,.07 1 0 •. 9ti4 1 
O.üil 1 D.959 l 
0.0.J I ~.?54 1 
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U.lF 
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1 C•.917 I 
I :; • 'J 11 1 
I :).906 
1 
C. 2 8 l 
I 
G .. '108 I 
~;. 89it -1 












0. 877 I 









D. 3 4 
l I 
I G.b60 J 
1 J.8:J4 I 
1 J.849 I 
I J.843 I 











i}. 82 5 
0.819 
J. 812 
l PIPO I VIV°0 l 1 .------1-------I 
r o.35 1 o.ao~ 1 
I I l 
I 0.36 1 O.BOO l 
I 0.37 I 0.794 I 
I 0.38 l 0.787 I 
I 0.39 I 0.781 I 
l 0.40 J 0.775 I 
I , I I 
1 0.41 1 0.768 .1 
I 0.42 I 0.762 I 
l 0.43 l 0.755 l 
I 0.44 T 0.748 I 
1 0.45 I 0.742 ! 
J ! J 
I 0.41, l 0.735 
1 0.47 I 0.728 I 
J íl.48 I 0~721 1 
l Q.49 T 0.714 I 
I 0.50 I D.707 T 
l I I . 
I 0.51 l 0.7DJ I 
1 0.52 l O.'>'.J3 L 
1 o.53 n.sss 1 
l 0.54 D.b78 I 
1 o.55 o.~11· t 
l I 1 
J 0.56 T 0.663 I 
I 0.57 I 0.~5~ 1 
I 0.58 ~ 0.648 1 
l 0.59 T O.b40 ! 
I 0.60 I 0.632 1 
! I I 
I 0.61 J 0.624 I 
I 0~62 l 0.616 l 
I D. 6.3 I O. t>OB I 
I C.64 I 0.60D 1 
l 0.65 I 0.592 I 
1 I I 
I O.U, J 0.583 I 
I 0.67 I 0.574 I 
J 0.68 0.566 I 
I 0.69 a.557 T 
I PIPO I V/V0 1 
I-------1-------I 
I 0.701 0.548 ! 
·1 I 1 
1 0.71 I o.53~ 1 
I ü.72 I 0.521 I 
! D.73 1 0.520 1 
l 0.7~ J 1.510 1 
r o.75 r o.soo r 
l I I 
J 0~76 1 0.4~J I 
1 U.77 1 U.480 l 
I G. lo I i).1;6',J 1 
I 0.7~ 1 0.458 1 
1 ::i;dD I 0.1,47 
• I 1 l 
1 0.81 1 G.436 l 
I D.WZ I o.~24 I 
1 J.83 1 0.412 l 
l 0.8~ l 0.40J I 
1 o.e~ r o.387 I 
1 I l 
1 0.86 I ~.374 I 
l J.B7 ~.361 1 
I 0.8~ I J.34b I 
1 J.69 l J.332 ! 
l J.9J l G.316 I 
1 l 1 
l .J.91 1 8.300 I 
I J.92 I ü.283 !. 
1 J.9~ I 0.26S l 
l 0.94 1 D.24~ l 
1 0.9~ 1 J.224 l 
l I I 
J.96 .l P.20C: i 
I J.J7 1 J.173 l 
I ~.98 I D.l~l l 
1 J.9~ I ü.1G0 I 
I l.OJ I C.000 I 
l I I 
l I I 
I 1 1 
1 I J 
1 1 I 
48. 
49. 
CASO Ei,G ,,s TE-E NG.'..S TE 1 I I ) 
************~:**i~******** 
TABELA ó-A VALORES DE V/V0 
MODO l 
-------------------------~-----,---------------~------------
I 1 D 1 
1 t) / p ]--- -~ ---------·----------- ----------- .---------! 
l 
o 
1 0.000 0.005 0.010 0.015 8.020 0.025 0.030 l 
1-------1----------------------------. ---------·------------ I 
l l I 
l O.GJ l 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 l.OOQ 1.000 1 
l. I 
o.c2 0.990 ff. 99 i 0.991 0.991 0.9cll 0.99l 0.991 I 
1 ri "6. . -~ ' l 0.9130 0.981 0.981 0.981 O.'lD! o.~Gl 0.981 I 
I O.J6 1 0.970 0.971 0.972 0.972 J.972 0.972 0.972 I 
1 U.08 I U.9h0 G.961 0.962 o.<?62 0.'162 [1.96?. 0.')62 I 
V• 10 l o.9r,o 0.951 0.952 0.)52 0.952 [;.952 0.952 I 
1 I 
1 o. l 2 1 0.940 0.941 0.942 0.942 0.9;2 0.942 O. 9.4 2 1 
l O. 14- í 0.929 O. 9.3 l 0.937 O. 0 32 0.932. -.).932 0.932 I 
1 o. i 6 o.a1q 0.'121 0.922 0.·)22 o .• ~2 2 O.J22 0.922 I 
l e. 12 l o.q~u f}.910 0.911 o.·.n2 o. 912 e,. 9 i2 0.912 I 
n. Z"í.'l I C.897 0.900 0.901 0.-CJ0l J.9J2 0.'lü2 0.901 l 
I 1 
1 o.~2 I 0.886 G.88::-J o. 8')0 O.il9l 0.891 c.B91 0.891 1 
1 u.~4 l o.e75 0.878 0.880 o.eeo 0.88~) O.H8'.""; 0.880 I 
1 O.LO . l 0.8'64 ü.867 0.869 0.869 D.87ü 0.370 0.86q 1 
1 o.zs 1 0.852 G.856 0.857 0.858 ü.859 0.1359 0.858 I 
ü.30 l O. 841 0·.84 1t 0.846 o. 64 7 D.8{+7 C.847 O. 8 lt7 I 
J 1 
().]2 l D.829 D.833 0.835 O.S36 0.8]6 C.B36 0.836 I 
I (_). ·14 ! Ct.817 0.821 0.823 0.824 0.825 J.G25 o .. 821+ I 
l C.3ó l ü.Bú5 0.809 O. 811 /J.1312 0.813 :; • ~ 1 3 0.813 I 
1 o.3n l O·. "f9? 0.797 0.799 0.200 o. o:.Jl U.iJOl 0.8'.ll I 
1 ij. 40 l 0.780 0.784 0.787 0.788 0.789 o. 1e-J 0.78,i I 
l l I 
O. lt 2 l 0.767 0.77~ o. 7 7 1, o. 77n 0.770 0.777 0.776 I 
0.44 1 O. 7 5 1t 0.75éi 0.762 o. 763 o. 7'.:J4 [). 764 0.764 1 
0.46 l 0.740 C.746 0.749 0.750 C.7'>1 D.751 0.751 l 
0.48 l O. 7'2.7 0.732 D.735 0.737 0.736 o.-lJB 0.738 I 
O.:; D l 0.713 0.719 8.722 0.724 0.724 o. 72'.i 0.725 I 
I l 
-- - . . -
! CONT I NU,\ l 
50. 
CASJ ENG~STE-FNGASTE (Jll 
************************* 
TABE:LA 6-il. ·VALJ'<.ES DE V/V O ViJDOl (COtH.l, 
------------------------------------------------------------
I D 
I P/P !-----·------------------------------------~------ l 
l 
o 1 o.coo 0.005 0.010 o.::,1s o·.o;:o 0.025 Q.030 1 
1-------1--------------------------~---------- ------ -----! 
l 1 l 
I O. ~f 2 1.C;.699 C.705 ·Q.708 o. 710 0.711 O •. 711 0.111 I 
0.54 l J.62-4 0._690 0,694 O.G96 J. 69 7 0.697 0.697 I 
l D.56 I 0.670 0.676 0.679 0 .• 681 0.632 J. 68 3 0.683 l 
1 O.~B 1 0.654 0.661 0.66 1+ O.ú67 0.6bb 0.668 !J.668 I 
r o. b ("' 1 [í.óJ() C.645 0.649 0.651 C,.!,53 G.653 0.653 l 
1 I 
l D.ó2 l D.623. O. 6:30 0.633 O.S3ó o. 6J 7 o.638 0.638 I 
o •. bft l O.h'J7 ú.613 0.617 O .. b2íl O. (1Zl D.622 0.622 . I 
0.66 Q. ~CJU o.597 0.601 O.:~,03 O • 6 ~) 4- G.60'> fJ.606 I 
C.GE o.s12 e. 5 7::, o.-5133 0.586 0.5•.l7 0.58B 0.589 I 
ü. 7 O o.5?4 o.561 ú.566 o.sns o.s,o ü .. ~171 0.571 l 
j i 
().72 o.536 0.543 0.547 0.55() G.5Sl Q.552 0.55_3 1 
l).7Lt cl.517 O. 52 1+ 0.528 0.531 0.532 o.:;3:; o. 534 I 
O .. 76 1 O. 4:16 0.503 0.508 0.511 o.s12 0.514 0.514 I 
;) .. 7 ü l 0.476 f).482 O. 4,B 7 0.490 r,.4:12 O. 49 3 O-. 494 1 
G.bO I ~).454 0.460 e .• 465 0. 1-t&S o.470 ü.471 0.,,12 I 
I l ' , 
e. f!? D.431 r .. 437 0.442 0.445 'J.41.~7 ;;.,~-48 0.44'1 I 
u. b 1t 0.4U6 º·'-d3 0.417 0.420 0.422 O. 42 3 0.414 I 
o. 01:1 l O. 3BO 0.380 0.3Yl fl. 394 O. 3'-!6. (J. 39 7 0.::',98 I 
o.gt~- l 0.3~~7- O .-358 O. 31.2 0.365 0.367 D. 3 6_q o. :no I 
O. ·JO l C. 3L 1 O. :óZ 7 0.331 0.334 Q.336 o. 33 7 0.339 1 
I 
U. ;__] 2 l 0.288 o. zen 0.297 0.299 0.381 0.303 0.304 I 
().'-}ít J 0.249 0.254 0.257 0.2(,0 o. 21,2 0.263 0.264 I 
0.'j(-;. D.;?U 1t o:2ae 0.210 0.213 ).214 o.~15 O. 216 I 
O. '18 I 0.1,,4 o. 14 7 O • .l 49 O. l 51 O. 15 2 Q.153 o. 154 1 




CASO ENG~STE-ENGASTE (li) 
************************* 
T/l5t:LI\ 6-B VALORES DE V/V 0 
Mr:JDD 2 
------------------------------------------------------------
1 l 1) I 
l P/P !-------~------------------ ~----------------------! 
l 
o l 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 I 
l-------1--------------------------------- ------ .-.-------! 
i I I 
l !J. UlfJ l 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1 
1 1 1 
0.02 1 0.990 0.990 0.990 0.990 0.990 0.990 0.990 I 
l C1 • 04 I n.980 0.981 0.931 0.980 0.930 0.980 0.930 I 
I 0.06 I 0.970 0.971 0.971 0.970 0.970 0.970 0.970 1 
I 0.08 1 0.960 0.961 0.961 0.960 0.960 0.960 o. 960· 1 
l O. iO 1 0.'150 O. ')5 i 0.950 0.950 0.'hO O. 9':iO 0.949 l 
l l I 
l O. 12 1 0.939 0.940 ü.940 0.940 O.'B'J 0.939 0;939 I 
('·.14 l 0.)29 :-~13G 0.930 (í.1~9 Q.929 o.gzq 0.928 1 
f). l Q l ().418 0.920 0.919 0.919 0,918 ü.918 0.918 I 
e . 1 t~ J ü.907 0.90'-J O. 9 09 0.90[l ·o. 9U 8 o. '-J0.7 Q.907 I 
O. 2 D. l [J.697 o.sgs 0.898 0.'397 U.!l97 (J. 89'.> 0.896 I 
l ' ! 
u. ?L l v.80~ o.887 0.887 0.886 C.836 C:. -8 85 o. 88':i I 
1 fj. :?'+ 1 0.874 0.876 0.876 O.F:75 0.875 0.87 1t 0.874 I 
J 0.2C 0.863 0.865 0.365 0.064 0.86:i o .. n 6.3 0.862 1 
' C.2'.b ' ,) • 8 5 l 8.854 0.8:,3 0.853 r..852 0.851 0.851 I . ' 
0~3U 0.84C O.S't;> C,.8'1-2 fJ.841 O. 84'.' 0.U40 0.839 l 
' l ' I 0.32 I U .. 82B ü.631 O.B30 o:B29 0.82(; Ll.828 O.B27 I 
l G.34 J D.oió o .. 8 l ., .O.fll~1 0.817 0.816 U.01G 0.815 I 
l '' '} ' \.J. _J-.._) l 0.8G3 O.BQ7 o. 806 o.ao5 O.il')4 0.80~ O.IJ03 I 
I •. ~ o ,.) • _, SJ l 0.791 O. 19 1t o. 7~ 1+ 0.793 0.7?2 0.791 0.791 I 
J O. '-t V J 0.776 o.1s2 0.781 0.780 ü.779 o. 779 0.778 l 
1 ! I 
i G.42 I 0.765 0.769 0.769 C.76C 0.1"1 C.766 0.765 1 
O. 4 -'t ! 0.752 0.756 0.756 0.755 Q. 75 1-t D.753 0.752 1 
D. 1-t 6 ! 0.739 o. 7 1d o. 71,3 o. 71,?_ 0.740 !J.739 0.739 I 
' e. l~b 0.725 0.72') ü.729 0.728 o. 7? 7 '1.72b U.725 l ' 





CASO E\G~STE-FNGASTE (111 
****~:**~**~************** 
VI\LOP.ES OE V/V o XODO 2 ( CONT. l 
------------------------------------------------------------
I o I 
1 P / Po 1--·----- -----------------------------------------1 
1 I o.coo o.oos O.ülO 0.015 0.020 0.025 0.030 I 
1-------I-- ----------------.------------------------------1 
1 I I 
[ (1. 5~ 1 0.697 0.702 0.701 0.700 0.699 0.693 0.697· I 
l 0. :J 4 l Q.633 O. 687 0.687 0.6R6 o.6s~; 0.68~ 0.683 1 
[ n. :::,b 1 D.ó6R 0.673 0.672 0.671 .0.(,70 0.669· 0.668 I 
J LI. '~ 2, l 0. 1.~~3 0.65ü 0.6'57 0.656 0.655 :).054 ü.653 
T 
! 
l U.C1~_; 1 0.637 0.642 0.642 0.641 D.640 l). 6 J~ o;637 I 
i l I 
l D. b?. l o. 621 O. 62 f, 0.626 Q.625 o·. 62'-' ü.623 0.622 1 
(). u 4 1 '.J.60'> 0.610 0.610 0.609 :).608 b.bOó 0.605 I 
G. t,6 l O .• 5UR 0.593 0.593 O.:i?2 o. 5·?1 '.J .• 5-JD. 0.58'1 1 
I 1). h F: l 0.571 o. 576 0.576 0.575 :.J; 5 7 4 u. 5 72 ü. 5 71 I 
e 7" l :J. s:i3 0.553 o.sss D.557 0.556 Q.555 0.554 I ' . u 
1 I 
0.1;, J J.5jl+ 0.539 0.540 o.~3q O. 5 3 7 n.536 0.535 l 
l o. .,, 1 •i- [ C.515 o.s20 o.s21 0.520 0.518 G.517· o. '516 I 
,. .76 l 0.405 0.500 o.sol o.soo o. ftZJ~~ ü.497 o .. ',96 I " rj. 7 e 1 !':..47 1-t 0.479 0.480 O.'-F.1 J.477 ü.476 0.1,75 I 
I f' _, u. º'-' [ .J. 4 5 2 o. 1t57 0.458 O. 't 5 7 0.4:)6 D.455 0.454 l 
[ 1 
o.gz f).l"t2.9 0.434 0.435 O. lt 3 4 O. lt j 3 ().432 0.431 I 
~ ... s L, ú.4êJ5 G.410 0.410 o.,;.10 ,.. / r, ç, ,_J• '-1-\.,L• Cr.407 0.1,or, I 
O .• F.~ 0 (L. 379 G.384 s. 31)4 Q.jf34 ;J.3t)2 t~i.3()-1 0.380 I 
o . ,rn l ~).3::>l n.3 1J5 ::: . 356 0.355 G. 3~·>4 " 3 '.) 3 0.353 1 ,, . 
D. ::-,G l 0.32G U.325 G.325 0.325 C.3?4 l).323 0.322 
I I 
I o.<' 1 J.2i36 0.291 D.291 0.2'11 0.2:,0 O.ZB'J 0.28'.l I 
I O. 9ft 1 0.248 0.25~ 0.253 0.252 :).252 o. 2:51 0.250 I 
l O.~, 6 I 0.2:J:; 0.2JtJ 0.207 0.206 0.2~6 o. 2:)~J 0.205 I 
l G. :-;? ['. J ,_j • 143 (). H6 ú ·• 146 o. 140 u. 146 o. 145 0.145 I 
I 1.UO º·ººº º·ººº º·ººº .o.uoo o.oco 0.000 o.ooc; I l I 
------------------------------------------------------------
52. 
CAS:_1 E:~:;ASTE-A·POJO l I 111 
*******"*******~********* 
T ABi:LA 7-,\ V.~LO<.ES DE V/V o MODO l 
1 O I 
1 f'/P !- ' -----------------------------· -----------------1 
1 o I 0.000 0.005 O.OLO 0.015 0.020 0.025 0.030 I 
!-------!---- -----------· ----------------·----------------! 
1 1 I 
l O.OJ I L.OUO 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.oop 1 
l • l l 
1 0.02 I o.[J'iO o.qqo o.990 o.çqo o.9~8 c.990 o.gqo 1 
1 0.04 1 O.QBQ C.983 0.981 0.931 0.981 0.981 0.981 I 
1 ~.~6 1 n.970 o.970 o,971 0.971 0.971 n.971 0.971 I 
1 o.~s I J.900 o.960 o.961 o.s61 o.961 J.961 o;961 1 
l 0.10 1 0.9~0 0.95U 0.950 0.951 ü.9~1 J.951 0.951 l 
l I l 
I o.J2 I 0.939 0.940 0.940 0.940 0.940 G.940 0.940 1 
1 t'.1~ 1 o.g~g o.929 o.930 o.930 o~s3G ::.930 o.g3a I 











(;.18 G.9D7 0.908 
G.2~ 0.897 G.897 
l 
U.22 I 0.685 O.BB6 
0.2~ i 0.874· a.a1s 
u.?. ú 
0.2f; 
o •. j{j 
U. 3 1-t 
(i. 3 6 
G.3C 
O .. 4 2 








1 e. 77r: 
1 
J 0,. 76 1). 
o. 7'52 
l ú.739 
l o. 72':, 



































































o .• 876 





















































CASíl EN~ASTE-~POIO lllll 
************************ 
T:..BEL/-\ 7-.A VALO~ES DE V/V0 
MODO l ( C ONT. l 
------------------------------------------------------------
1 I o l 
1 P/P !----------- ----------------------------------- --! 
[ o 1 O.ODO 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 l 
l ------1------ ------------------------ -------------~----! 
l l I 
1 . , V• 52 I o. 6'77 0.699 0.701 o • 70 l ::i.7fl2 0.102 0.102 I • 0.687 1 o. r.-:4 I G.t-,83 o. 6135 o .• 681:, 0.687 0.6B7 0.667 I 
l J. ;:;;~) l O.hbS [;.(,70. O.h71 o. 6 72 0.673 i).673 ü.673 l 
J o. '.)f:'. r 0.653 o.-655 0.656 0.657 0.658 0. 650 ü.658 l 
f). bJ [ 0.637 O. 6 3') 0.641 O.6 1,2 0.642 G.& 1t2 0.642 I 
' l ' 
O. ú.2 l o.621 0.624 0.625 0.626 O.S26 O. 627 0.627 l 
L • f)½ l 0.605 0.607 0.609 0.609 G.610 c .. 6L:J 0.61D ' 1 
I i) .. ó l) l J.5b8 0.590 0.592 0.593 0.5;3 u .• 5:J'3 0.594 l 
l U.nS l D.571 0.573 o •. 5 74 0.57~ 0,576 0.576 0.576 I 
l 0.7J I 0.5'>3 0.555 0.557 0.557 o.s:)a ~L.553 0.55f; l 
J l 
[).72 1 G.534 0.53& 0.538 0.53'l :) • 539 0.540 o. 540 I 
0.74 :J • 5 1 5 0.517 o. 519 O.S20 ::J. 520 O. 5 2 l 0.'>21 1 
n 76 O. 4-15 0.497 .0.499 0.:>00 0.5.}0 D.~Oi o.5o\ l '·· . 
o .. 78 1 0.474 0.476 0.478 O~ 4 7':J 0.47] 0.4·~C} O. 4 8'.) 1 
(). ,;i) 1 0.4~2 0.454 0.456 O. 4 '5 7 O.s:i7 0.45P. 0.458 1 
l 
O. :")2 o. 4L9 0. 1+31 o. 433 0.434 ;J. ';+},;. C,.l.t35 0.435 1 
1 n. ~~ l: '.).4'.":.5 c.4:·7 G.408 o. ú("';q r:'.410 C .. 4-lt1 0.41J I 
;).,~;() l 0.379 o. 381 o.3F-]2 o.-rn3 0.3µ,l! :~. 38 1-+ 0.3H~ I 
o. [:b I D.351 0"· 353 o. "354 0.35S J.3S5 0.35:, 0.356 l 
G. ~10 I ü.320 0.322 G .• 323 G.324 o. 3;~5 0.325 0.325 I 
l 
O.') 2 r :J.2d6 0.288 0.289 0.290 :J.2'.'1 11.291 0.291 l 
u.)4 l D. z,:r 8 0.2~0 0.251 0.2',2 :, • 2 :::iz· !_). 252 o. 2-; 3 l 
o. ; f, l G. 2 L 3 .. 0.204 0.205 O .206 ;J.2'.i6 U.2Db 0.20b I 
o. 1iü l O. l "-: 3 o. 144 o .. 145 :). 146 0.1 1~0 0.141' o • 1'"6 l 




CASO E~~GASTE-.APDI:1 li II ) 
***********~*******~**** 
T.I\BELI\ 7-(J VALORES DE V/V
0 
MODO ·2-
------- --.------- ---------------- -------- -------------
[ o I 
I P/P 1--------------------------------------------------I 
J 
. o 
1 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 I 
I-------i----'----------------------------------------------1 
1 I I 
1 0.00 • 1. 000 1.000 1.000 1.000 1 .ooo 1.000 1.000 I l 
I 1 I 
1 C!.02 1 0.990 0.990 0.990 0.990 D.990 0.990 0.990 1 
I O .-::)4 0.979 0.980 0.9il0 0.979 0.979 0.979 0.979 1 
í (J.C:6 ú.Y69 O. ']69 O.C/69 O • l? 69 0.969 e.?6~ 0.969 l· 
I O .C·B 0~958 0.959 0.959 0.959 D. 9~,8 D.953 0.958 I 
1 ,., l .-, 0,947 o. 94 8 0.948 0.'145 O. ')4.8 0.948 0.948 l V• V 
[ 1 
! o. 1 2 0.936 0.937 0.937 0.937 0.937 0.437 0.937 l 
l o. 14 0.925 º·· 926 0.926 0.926 0.926 O. '926 0.926 I 
1 O. 16 0.914 0.915 o. 0 15 0.?15 0.915 r: .. 915 0.915 I 
' o. 18 [ 0.903 0.904 0.904 0.904 0.9l)4 0 .. 904 0.904 I ' 
1 r· , r, . .J • LV 1 0.892 0~893 C.893 0.393 0.892 0.892 0.892 1 
1 [ 1 
I O. 2:2 1 0.880 O. t\8 1 0.881 0.231 0.881 0.811 0.681 [ 
' C .. L 4 l O .. Bb8 0.870 0.870 O.é;70 O, 81,9 O. 86--1 O.B69 ' I C. L 6 G.856 0.f~5S O. BSP, 0.<'353 0.858 u.B57 G.ô5? I 
l O.l8 0.8í-t4 ü.846 ü. 846 0.846 f\ <o I (. V• U""t<.J :J.~~4~) O ~ B 1t 5 1 
i (, - ' 0 .. 832 0.834 0.834 o.:_i34 D.8?,4 0.33:, O.B33 1 ,_1 • ::iu 
l l 
l 0.52 T 0.828 0.821 0.822 0.321 o. 821 0.821 O.DZl- 1 ' 
1 · ;; • 34 [ L:.307 O.B07 0.809 0.801 O.BC,'::? o. 8(;-1 D.803 I 
I D.3ó l r- 7? 4: (_\. 79ó C .. 7?7 o:796 0.7CJ6 :J. 7-9ó 0.796 l ,., . 
I 0.30 T 0.781 C.783 0.784 0.784 Cl.7E3 o·.1s3 o. 733 I 
j ü.4U I 0.7óB o .. 770 0.771 o. 770 0.770 u .. 110 o. 770 l 
l [ I 
1 O. 1+2 fJ.7S4 0.757 0.757 0.757 D.757 0.757 0.757 l 
l O,.4 1+ o. 741 0.74", o .. 744 o.744 0.1,,3 ü.743 0.743 I 
1 (~_.L+Ó 0.727, 0.72CJ O .• 73G 0.730 1).730 U.729 0.729 I 
[ ú. lt 8 o., 713 o. 715 0.716 o.716 0.71h 0.715 0.715 




CASO E~GASTE-APOIO (llll 
***********.************* 
Ti1f:,ELA 7-E, VALORES DE V/V
0 
MDDll 2 (CONT.) 
--------------------. --------------------------- ·------------
I D I 
! P/P !----------- --------------------------------------1 
I o I O.OCO 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 I 
]-------!----- --------------------------------------------1 














O.SZ I 0.683 
0.'.:,4 1 0.668 
o.~6 1 ü.653 
o. '58 0.637 
º·"º 0.621 
l 
n.62 I 0.605 
O.o4 l 0.583 




0.7 1t J C).4º5 
u.76 I G.t1 7t-t 
O. 7S (:.tt53 
O.E--C G.tt31 
o.e2 r 0.402 
O.ô4 1 0.3;:)3 
c.t:6 I .0.357 
U.>:'8 1 0.330 
o.·Jo 1 0,300 
I 
o.c;z I o._267 
U.9t-t 1 0.230 
G,J6 l 0.187 
ü.S8 I 0.13-2 













c,_49:, o. 500 
0.478 0.479 



















































O. {t 36 
0.413 


























0 .. 3ó2 

































































CASO ENOASTF-LIV~E IIV) 
*********************** 
TABEL/\ 8-A VALD-<ES CE V/V0 
,,rrno l 
------------------------------------------------------------
l I D l 
' p /DQ 1--------------------------------------------------l ' 
l I 0.000 0.005 0.010 c.015 ti.020 0.025 0.030 1 
1-------1----------------------------------------------- --I 
1 I l 
O. ,JO i 1. 000 1.000 1-. 000 1.000 l.Q:Jj 1.coo 1.oro 1 
' I I ' j u.uz l 0.9-Jl 0.991 0.991 o.ci91 o. 9'.l-1 Q.(]91 0.991 1 
I 0. 0 1-t I 0.981 0.981 o. 981 O.'l82 0.982 0.982 0.9R2 I 
u.C6 l D.lJ72_ 0.972 0.972 0.972 C.973 C.973 0.973 1 
fY.üEi 1 0.962 0.967. 0.963 0.9ó'3 0.963 0.963 o.~&4 1 
l e, • l r, 1 G.9S2 o. :is 3 J.953 0.953 o.~54 CJ.954 0.9 1)4 I 
I 
O ;12 I 0.9't2 o.,43 0.943 0.944 0.9~4 0.9 1-;4 0.945 I .~ i i.. ! O. 93- t'. C.?33 º·· -~ 3 3 0.934 0.9;·4 n. :J35 0.935 I ·-· . 
l ü. 1 (, I O. -:;22 ;__,. 92 3 o. :;23 0.)24 0.924 ;).925 O. l)25 .1 
l U.l~ ! o. 91 Z C.912 c.g13 c.~14 0.914 C.915 0.915 I 
l D.20 l 0.901 0.902 0.903 o.qo3 o. 90 4 f).905 0.905 I 
l l 
0.22 I 0.890 0.891 0.892 n. ~93 J.894 0.894 8.895 I 
o • ? .; J n.ero 0.5Bl 0.,381 0.822 D.8C3 O.R84 o.sas I 
o .. ~t, 1 O. R 6':? .0.870 G.371 O.E72 0.873 u. ê7j 0.2,74 I 
D • .:?B I .O. 8? 8 0.85':} 0.860 O. S61 O. Bt, 2 G.862 0.863. l 
n :1r-, .. • _,u l 0.846 0.847 0.848 0.849 J • r,5 l· 0.35! 0.852 1 
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65. 
S I M B O L O G I A 
A -a~o 
B rigidez a flexão da viga sandwich 
Bf - rigidez à flexão das faces da viga sandwich 
b largura da viga sandwich 
c - espessura do núcleo da viga 










- m~dulo de elasticidade do material das faces 
- espessura das faces da viga sandwich 
- fÔrça de compressao axial 
- carga critica de instabilidade 
- freqllência natural de vibração 
- módulo de cisalhamento do material do núcleo da viga sandwich 
- Lagrangeana do sistema 
- parametros homogêneos ao inverso de um comprimento, definidos p~ 
las equações (III.15) 
comprimento da viga 
M - momento fletor que age na seçao transversal 
66. 
M - parcela de momento fletor devida as resultantes de traçao e com-
o 
pressao nas faces 
Mf - parcela de momento correspondente a flexão das faces 
N - fôrça resultante das tensoes normais nas faces 
n - numero inteiro e positivo que corresponde ao modo de vibração 
p - parâmetro adimensional proporcional a fÔrça axial F 
p 
o 
- valor que assume o parametro P quando f = O 
Q - esfôrço cortante na seçao transversal 
s - rigidez ao cisalhamento 
T - energia cinética 
t - variável tempo 
u - energia potencial total do sistema 
u. 
1 
- energia de deformação da viga 
u 
e 
·- trabalho das fôrças externas 
V - parametro adimensional proporcional à freqUência de vibração 
V 
o 
- valor assumido pela parametro V quando F O 
w deflexão da viga 
wb' ws deflexÕes parciais definidas no texto 
X, X 
y 
- funções de x definidas no texto 
X - abscissa de um ponto do eixo da viga 
67. 
z distância de um ponto da seçao transversal ao eixo da viga 
zf - distância de um ponto da seçao transversal situado na face, ao 
eixo desta 
(l' 8 - parametros homogêneos ao inverso de um comprimento, definidos no 
texto 
Y distorção do elemento da viga 
Y distorção do núcleo da viga 
c 
p massa por unidade de comprimento da viga 
o - tensao normal em um ponto da face a distância z do eixo da viga 
z 
o 1 , o 2 - parcelas de o z' z' z 
Gz - tensao cisalhante em um ponto a distância z do eixo da viga 
G - tensao cisalhante no núcleo da viga 
c 
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